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分 块 均匀 介质 中 Maxwell-Ohm 方程 组 的 Cauchy 问题 


陈 明 烨 
(复旦 大 学 数学 科学 学 院 ， 上 海 200433) 
摘 要 : 在 石油 测 井 模型 中 ， 我 们 遇 到 一 类 具有 间断 系数 的 Maxweil-Ohm 方程 组 的 问题 。 本 文 讨论 其 


中 有 代表 性 的 一 类 问题 一 即 具 有 分 块 常 系数 和 交界 面条 件 的 Maxwell-Ohm 方程 组 的 Cauchy 问 
题 。 通 过 研究 该 问题 所 对 应 的 Sobolev 空间 的 性 质 ， 并 应 用 算 子 半 群 的 方法 给 出 该 问题 解 的 存在 


唯一 性 。 
关键 词 : Maxwell-Ohm 方程 组 ， 间 断 系 数 ，Cauchy 问题 ， 算 子 半 群 
分 类 号 : AMS(2000) 35R05 中 图 分 类 号 : O175.27 文献 标识 码 : A 
1 引言 


石油 测 井 的 方法 很 多 ， 有 感应 测 井 、 密 度 测 井 、 声 波 测 井 、 直 流 电 法 测 井 、 自 然 电 位 法 测 
井 等 。 不 同方 法 所 关心 的 物理 量 各 不 相同 ， 相 应 的 物理 机 制 各 异 ， 数 学 模型 也 因而 各 不 相同 。 
李 大 潜 等 在 文献 [1] 中 已 经 对 直流 电 法 测 井 建立 了 完整 的 模型 、 理 论 体系 以 及 计算 方法 。 近 年 
来 ， 交 流 电 法 测 井 开始 得 到 重视 ， 但 对 其 数学 模型 的 建立 和 研究 都 进行 得 非常 有 限 。 对 于 交 
流 电 ， 我 们 的 研究 必须 从 最 基本 的 Maxwell 方程 组 出 发 。 石 油 地 层 模 型 中 包含 多 种 不 同 介 电 党 
数 和 磁 导 率 的 均匀 介质 ， 这 种 特殊 性 导致 Maxwell 方程 组 中 的 系数 将 是 不 连续 的 ， 并 且 在 不 同 
介质 的 交界 面 上 要 满足 一 定 的 交界 面条 件 。 这 类 问题 被 人 研究 得 较 少 。 参 考 文献 [2,3] 对 这 类 
问题 作 了 一 些 初 步 讨论 。 本 文通 过 对 函数 空间 Hcun(Q) 的 研究 ， 将 具有 间断 系数 和 交界 面条 件 
的 Maxwell-Ohm 方程 组 化 作 了 特定 Hilbert 空间 上 的 抽象 Cauchy 问题 ， 从 而 应 用 算 子 半 群 的 
方法 获得 其 解 的 存在 唯一 性 。 


2 ” Maxwell-Ohm 方程 组 


假设 在 连续 导电 介质 所 在 的 子 区 域 中 ， 电 导 率 c、 介 电 常 数 < 和 磁 导 率 风 等 都 是 不 随时 间 变 
化 的 常数 ， 并 成 立 Ohm 定律 ， 即 成 立 
了 =0B, (1) 
其 中 喇 为 电场 强度 ， 而 了 为 电流 密度 向 量 ， 对 导电 介质 中 Maxwell 方 程 组 及 不 同 介质 间 相 应 
的 交界 面条 件 ， 可 化 为 如 下 的 Maxwell-Ohm 方程 组 


< 一 curl 情 十 oFB = 0, 
(2) 


oF 
二 
HL +curlk =0. 
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相应 的 交界 面条 件 如 下 
[EB] x =0, 
_ (3) 
nn 


其 中 也 为 磁场 强度 ， 允 为 交界 面 的 单位 法 向 量 ， 而 [ 妃 ] = 县 + -- 如- 为 电场 强度 情 在 交界 面 
上 的 跃 度 。 对 适当 给 定 的 初始 条 件 
= 忆 ,， 
i (9) 
H= Ho, 
我 们 讨论 其 Cauchy 问题 ， 并 简称 其 为 问题 (*)。 
注 1 本 文 仅 假设 R3 中 有 一 单 连 通 光 滑 交界 面 工 将 全 空间 分 成 两 个 具有 均匀 导电 介质 的 开 


区 域 的 情形 。 


3 ”XHon(0) 空间 
定义 1 以 下 均 假 设 Q 是 RR3 中 具有 光滑 边界 的 区 域 ， 令 
Houn(Q) = {P| VW EL(N), cay e LO) )}, 
并 装备 有 范 数 || 帮 lz 十 |ecurl 妨 42。 它 是 一 个 Hilbert 空间 。 
对 Houn(0) 空间 可 以 建立 一 个 相应 的 迹 定理 。 这 里 为 了 下 文 的 需要 只 给 出 迹 定理 的 一 个 粗 
粮 的 形式 。 迹 定理 的 精细 表达 可 见 文献 [2]。 
定理 1 对 任意 给 定 的 如 e Houn(Q)， 在 边界 09 上 如 x 区 有 XH-3(0Q)3 意 义 下 的 迹 。 且 


成 立 
(5) 


| x Rl sms < ls 
其 中 ce 为 一 个 与 如 无 关 的 正常 数 。 
证 明 对 于 一 切 厄 ，W e Cee(Q)3， 成 立 以 下 Green 公式 


/Bx da {Cay Boa. 人 dz (6) 
on 0 


Ttcurl (QO) 


如 果 恕 € KHeun(Q),， 加 $e H1(Q)3， 等 式 右 端 有 意义 。 而 由 迹 定 理 可 知 加 € H3(6Q9)3， 于 是 等 
式 左 端 以 对 偶 积 的 形式 给 出 了 如 x 元 EKH-3(6Q)3。 同 时 由 (6) 还 可 以 得 到 


一 一 一 
人 (BP x NR): bdy < leurly lz Br2(0)s + leurlB lr2c0)s | y zaco)s 


_ 
< ceil yrs ls): (7) 


入 


由 道 迹 定理 知道 对 于 任意 给 定 的 耻 < Ti(80)3， 存 在 延 拓 忆 < 141(D)3 满 足 
上 lpatos < cllBls co0)s (8) 
其 中 必 是 一 个 与 用 无关 的 正常 数 。 结 合 (7) 就 有 


和 
(PB x TR) wdy 
Joalt * ™) V0 a @) 
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从 而 
IP x 4 < cB lnoaoy: (10) 
同 理 还 有 以 下 结论 成 立 。 
定理 2 对 于 任意 给 定 的 如 e Hoon(Q)， 在 边界 99 上 如 有 XH-3(6Q)3 意 义 下 的 迹 ， 且 成 
立 估 计 式 
| 好- seo)a < dl 号 | sako)， (11) 
其 中 c 为 一 个 与 如 无 关 的 正常 数 。 
接 下 来 给 出 关于 交界 面条 件 的 结论 
定理 3 ”如果 奶 € Houn(R3)， 则 成 立交 界面 条 件 


| (PF xR a) art (P x 7) .dy = 0， Vv WD Ee HEON). (12) 
下 十 
证 明 ”对 于 任意 给 定 的 恕 € ?teun(R3) 和 一 切 恕 € KI1(R3)3， 由 定理 1 在 Q1, Qa 上 分 别 有 
CE (13) 
i QQ1 
人 (FB x R)- 也 dy = 由 (curly ‘DB—culp. VD)dz. (14) 
I 12 


另 一 方面 ， 根据 广义 旋 度 的 定义 ， 对 于 如 € Houn (RS), 有 
/ curlP . dz — / PB.curlxdz =0, VX EOPR). (15) 
R3 R3 
由 于 又 E C%(R3)3 在 HL1(R3)3 中 稠密 ， 必 存在 又 。E CSe(R3)3 在 741(723)3 收敛 于 录 ， 因 而 


/ (curlp : p — 人 $B- curlp)dz 
RR3 


= lim 人 (P- Xidrt — PB.culXi)dr = 0. (16) 
3 


nOO 


结合 (13)-(14) 及 (16) 得 出 


= 人 (curlB - PD-B- curly)dz = 0. (17) 


注 2 当 定理 3 中 的 多 和 从 是 连续 函数 时 ， 定 理 3 中 所 给 出 的 交界 面条 件 就 是 [ 友 ] x 区 = 
0。 这 说 明 ， 交 界面 条 件 本 质 上 可 以 化 作对 所 考虑 的 函数 空间 的 某 种 正则 性 的 要 求 。 这 样 问 
题 (*) 可 转化 到 在 空间 Hewn(R3) 中 求解 如 下 方程 组 

< 一 curl 刁 十 oB = 0, 
(18) 


oH 
bar 十 curlB 等 洛 
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具有 初 值 
| 如 = 丽 ， 
Ee (19) 
H=Ho 
的 Cauchy 问题 ， 此 时 解 将 自动 满足 问题 (*) 中 的 交界 面条 件 。 我 们 称 该 问题 为 问题 (+)。 
定理 3 的 证 明 过 程 实际 上 还 给 出 了 我 们 今后 需要 用 到 如 下 重要 结论 。 
定理 4 如 果 尹 ,EXHcur(R3)， 则 成 立 
/ (curl? : p 一 分. curly) dz = 0. (20) 
R3 


4 ”连续 压缩 算 子 半 群 


我 们 不 加 证 明 地 给 出 文献 [和 和 文献 [5] 中 有 关 算 子 半 群 的 两 个 结论 。 

引 理 1 设 4:D(4) 一 W 是 Hilbert 空间 Ww 中 给 定 的 线性 算 子 ， 则 A 是 某 个 连续 压缩 算 子 
半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 充分 必要 条 件 是 : 

1) 4 是 W 上 的 称 定 闭 算 子 ， 即 DP(4) 在 父 中 稠密 ， 若 yy 中 的 序列 zn 一 Zz 且 4zn 一 y， 
则 zeD(4) 且 4z = yi 

2) Re(Az, z) < 0， 其 中 人) 是 多 上 的 内 积 ; 

3) 存在 某 个 > 0, 和 7 一 4 是 由 D(4) 到 W 的 满 射 。 

引 理 2 若 4 是 某 个 连续 压缩 算 子 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 那 么 Hilbert 空间 上 的 抽象 Cauchy 


问题 
du 
一 - = Au, 
| 和 2 


存在 唯一 的 解 w€ C1([0, 00); W) N C?([0, 00); D(A4))。 


5 ”问题 的 转化 
做 变量 替换 
CE (22) 
;~ nB. 
问题 (和 相应 地 化 为 
OF’ 1 1 -一 一 
一 一 curl| 一 丈 ') 二 一刀 = 0， 
Ve ( 7 ) € (23) 
or + -元 curl( 天 也 = 一 0 
及 
(24) 
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局 VE 丽 
4 二 EE > wo 二 a ; 
H' VHAEo 


(23)-(24) 就 可 以 写成 Hilbert 空间 L2(R3)3 @ L2(R3)3 上 的 抽象 Cauchy 问题 


du 
dr 一 Au, 
vu(0) 二 Uo. 
在 这 个 问题 中 D(A4) = Te (Ra) @ HL (R3)， 其 中 
Ttcun(R3) 一 {BB = VeE | E € Houn (RI)), 


HE (RS) i {H’ A VnB | 姜 € Houn (RI)}. 


6 解 的 存在 唯一 性 


以 下 以 (表示 五?(R3)6 = 2(R3)3 @ LL2(R3)3 上 的 内 积 。| .用 为 其 诱导 范 数 。 


引 理 3 在 D(A4) 上 定义 内 积 为 


上 人 (3 -BD'+ yw . yw 十 canl( 元 : cul (2) 十 cunl( 


D(A4) 在 这 个 范 数 下 是 一 个 Hilbert 空间 。 
证 明 ”由 于 KHoun(R3) 是 一 个 Hilbert 空间 ， 命 题 显 然 。 
引 理 4 A 是 2(R3)3 @ LL2(R3)3 上 的 稠 定 闭 算 子 。 
证 明 易 知 Ceo(9)3 在 Teua(Qi) 和 Z2(0;)3 (i = 12) 中 稠密 。 构 造 函 数 类 


三 一 {eyi 未 ea 2}, 


其 中 如 (i = 1,2) 是 C%( 太 3 中 的 函数 在 R3 上 的 零 延 拓 。 注 意 到 C%(R3)3 C F<， 


然 亚 在 Ha(R3) 和 LL2(R3)3 中 稠密 。 类 似 地 构造 


Fr = {JB1 + 2 2), 


(25) 


(26) 


(27) 


显 


它 在 Tt (R3) 和 2(R3)3 中 稠密 。 于 是 Fe @ Fr 在 D(4) 和 Z2(R3)3 @ [2(R3)3 中 稠密 ， 从 


而 了 (4) 在 Z2(R3)3 @ L2(R3)3 中 稠密 。 
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车 zn e D(A), zn 一 z 且 4zn 一 y。 记 


0 
pn y 亚 


就 有 
(#)-(3) 
Vn 7 
且 1 )+ 0 x 
2 ( nj 二 二 9 _ 钙 
ti ( FD") 本 
从 而 es 
cul( 二 Vn) VE 二 至 ) 
cun( 元 2?) Vn 
由 此 不 难看 出 


而 4z = y 亦 为 显然 。 
引 理 5 Re(4z，z) < 0。 
证 明 由 
1 1 一 二 1 1 一 ”一 IT 一 一 
Az,z = 人/ 一 -curl- 一 万 ' . 书 - cur -bE.H -bE.Edzy, 
Ms) Ee : 
应 用 定理 4， 有 
i / _2| 逐 Paz <o. 
R3 € 


最 后 还 要 验证 和 T 一 4 是 满 射 。 为 此 需要 一 些 泛 函 分 析 的 结论 。 
定义 2 设 工 是 Hilbert 空间 W 上 的 稠 定 算 子 。 记 


D(T*) = {ye W | 存在 y*& W, 使 得 (Tz, y) = (x,y), Vx € D(T)}, (29) 


定义 D(T*) 上 的 线性 算 子 T* :yc y*。 称 T* 为 下 的 共 辆 算 子 。 
引 理 6 设 人 是 Hilbert 空间 W 上 的 稠 定 算 子 ， 则 Ran7 = (KerT*)+， 其 中 Ker 表示 线性 
算 子 的 核 ，Ran 表示 线性 算 子 的 值 域 。 
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证 明 见 参 考 文献 [6] 第 116 页 。 
引 理 7 对 于 任意 给 定 的 入 > 0, 和 IT 一 4 是 由 D(4) 到 了 (R33 @ 2(R3)3 的 满 射 。 
证 明 通过 分 部 积分 不 难看 出 4 的 共 轿 算 子 是 4*， 其 中 
ee es 
A* = ” ve ww | (30) 
+ eol 0 
而 AI 一 和 的 共 圈 算 子 是 AT 一 4*。 且 有 
D(X Se A)= D(A 一 A*)= = He (R’) D Hn R3). 
通过 类 似 于 引 理 5 中 的 计算 过 程 ， 对 任意 给 定 的 入 > 0， 有 
lz 一 4z 几 zl > Oz — A*z,7) 
= [CUBP+IEI) + SP) > le (3D) 
及 
[Xz — Azllllzl| > (Az — Az, x) > cllzll?. (32) 


设 Ran(A ~- 4) 中 的 基本 列 加 = 和 zn 一 Azn 收敛 于 y， 由 (32)， 有 


om ~ ymll = (Xxn 一 4zn) — (Azm 一 4zm)| > lzn ~ Zomll. 


从 而 za 收敛 于 某 个 z，4zn 收敛 于 Xz - y。 根 据 引 理 4，4 是 闭 算 子 ， 于 是 z € D(4) 且 4z = 
Xz -yy， 也 就 有 (MXT 一 4)z = y， 所 以 Ran(AT 一 4) 是 闭 集 。 另 一 方面 ， 由 (31) 知道 ker( 和 AT 一 


A*) = 二 0 再 结合 引 理 6 就 有 
Ran(XT — 4) = Ran(MT — 4) = (Ker(XT 一 A*))” = L2(R3) @® L?2 (RI)S, 


即 和 I 一 4 是 满 射 。 


此 时 我 们 得 到 4 满足 引 理 1 中 间 的 三 个 条 件 ， 于 是 可 以 使 用 引 理 1 和 引 理 2 得 到 以 下 定理 。 


定理 5 ”Hilbert 空间 2(R3)3 @ 2(R3)3 上 的 抽象 Cauchy 问题 
du 
ET 一 Au, 
u(0) = wo € D(A) 


u(t) € C1 (0, 00); L?(R3) @® LRI)) NC (0, 00); D(A)). 


存在 唯一 的 解 


因为 问题 (27) 的 解 we C?([0, oo0); D(A4))， 根 据 定理 3， 有 以 下 定理 。 
定理 6 对 任意 给 定 的 
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在 TT 上 有 属于 XH-3(8Q)3 @ KH-#(89)3 的 迹 。 且 在 定理 3 的 意义 下 满足 交界 面条 件 。 

致谢 : 感谢 我 的 导师 李 大 潜 先生 在 学 习 、 研 究 工 作 中 给 予 了 我 精心 的 指导 ， 在 生活 上 给 予 了 无 微 不 至 
的 关怀 。 特别 感谢 Ecole Polytechnique 的 Jean-Claude Nedelec 教 授 。 他 是 该 领域 的 专家 ， 对 我 这 篇 文 
章 中 的 许多 难点 给 予 了 点 拨 和 启发 。 另 外 还 要 感谢 蒙 志 杰 老师 和 秦 铁 虎 老师 在 论文 写作 过 程 中 提出 的 有 
益 的 意见 和 建议 。 


参考 文献 : 


[1] 李 大 潜 等 . 有 限 元 素 法 在 电 法 测 井 中 的 应 用 [M]. 北京 : 石油 工业 出 版 社 ，1980 
Li D Q, et al. Application of Finite Element Method in Well Logging[M]. Beijing: Petroleum Industry 


Press，1980 

[2] Jean-Claude Nedelec. Acoustic and Electromagnetic Equations: Intergral Representations for Harmonic 
Problems[M]. New York: Springer-Verlag New York, 2000 

[3] 李 开 泰 ， 马 逸 尘 . 数学 物理 方程 Hilbert 空间 方法 [M]. 北京 : 科学 出 版 社 ，2008 
Li K T, Ma Y C. The Method of Hilbert Space for Mathematical Physics Equations[M]. Beijing: Science 


Press, 2008 
[4] Pazy A. Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial Differential Equations[M]. New York: 


Springer-Verlag, 1983 
[5] 陈 恕 行 , 现代 偏 微 分 方程 导论 [IM]. 北京 ， 科 学 出 版 社 ，2005 
Chen S X. Introduction to Modern Partial Differential Equations[M]. Beijing: Science Press, 2005 


Cauchy Problem for the Maxwell-Ohm System with 
Piecewise Constant Coefficients 


CHEN Ming-ye 


(School of Mathematical Sciences, Fudan University, Shanghai 200433) 


Abstract: In the mathematical model of a well logging, we confront with a problem of the Maxwell- 
Ohm system which has discontinuous coefficients. In this paper, we study a typical form of this 
problem—the Cauchy problem for the Maxwell-Ohm system with piecewise constant coefficients. After 
studying properties of the relevant Sobolev space, we prove the well-posedness of this problem by means 
of the theory on the semi-group of operators. 
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